Chapitre 9.
Transformée en Z

Exercice 1

1. u(n)
a7
AT
W
1 I
2 10l 1 2 3 4 n
2. u(n)
e
1 ST
2 10l 1 2 3 4 5 =n

Exercice 2
1. (u,) définie par uy, =0 et u,,,; = %un + 4 pour tout

entier n.

M0=0;u1=4;u2=7;u3=%.

2. v, = u, — 16 pour tout entier naturel n.

a) Vo=—16;v1=—12;vz:_g;v3:_%7_

3 3
b) Vi1 = Upi1 — 16 = (4”n+4)_16=4un_12:

3
=Z(un - 16)

3
= *Vn.
4

. PP . 3 .
La suite (v,) est géométrique de raison 1 et de premier

terme v, = —16.

), = 16(%)" et lim v, = 0.

n—>+eo

3. u,=v,+16= —16(%)n +16et lim u, = 16.

n—>+oo

Exercice 3
11 1 1 1 1 1 1 1 1
+—+ + + +

Lil+ -+ttt
2 4 8 16 32 64 128 256 512

1024
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- 1024
2
n+1
111 1 1 1 1_(;)
2. I+ 4t —F— . +— = | —
24 8 16 32 on 1

Exercice 4
xe R, IxI < 1.

LS=1-x+x+... +(—1)"x"=,_§0(—1)"x"

I G
=1
1—(—x)
2. Sn=1—x+x2+...+(—1)”x"+,,,=§(_1)ixi=
i=0 1+ x

Exercice 5
xe R, IxI<1.
L gx) = B R B,

1-x
2. On utilise le théoréme sur la dérivation :

8’(x)=(11)2 =1+2x43+ ... + nX*! +...=n§0x”“
- X n=

X
l—x)

1 1
5’ (26]—1,1[)‘

. =x+20 43 + .+ + .

S =xg’(x) = (

3. On choisit x =

2o
n=0 2

Exercice 6

1 _1
t+D¢ +2) t+1  1+2

L fo=
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Chapitre 9

2. —1=1—t+t2+...(—1)"t”+...et g
t+1 /(
1 1 rr? Al /7
— =—|l-—+—+ .+ +
1+2 2( 274 ( )n(z) ) /7
¢
1 1 3 7t 152 31t /
—_— = = - — + — + ——— + —— + ... 14+ ¢
E+1)@ +2) 4 8 16 32 3
d . 2n+l 1 i
= —1 n
ng()( )( 2n+1 ) Xl(l/l)

. (Zx)(2) = X(2) — x(0)2" = X(2).
Exercice 7

2z z Z+z ’
F — — .
VIO e Ty o
3z 3z 3z2(z + 3) 4
Fz) = ;) Fo) = s F(2) = ;
b) F&) c_ 3y @ - 37 () 1) {/
27 27 - 2 7
F = < = . 1" 4
C) ©@ (Z—1)2+Z—1 (Z—l)z’ /:
3z2(z + 3) 1
d) F(z) = 2> - -1 x,(n)
, (Zx)(2) = X(2) = (02 — x(1)z”!
Exercice 8 5 -
_ < -1 _ ==z
L () = mun): 29D = Te-1p -
x(m)=nun-1)=m—-Dun-1)+un-1)
7y _ Z oz z .
@@=z' Lt s o
u,(n)y=nun—2)=m-2)u(n—2) +2u(n - 2) v 7
7 _2_ Z 9,2 % :21—2‘1' o
(Zx)(2) =z (Z_1)2+z 1 o1y %
x;3(n) = (n + 1) u(n) = nu(n) + u(n) 5 :
2 1
I - Fi) = 4 . _ 4 ' x3(n)
(Zx3)(2) = FQ) T + -1 G- 1p
x) =+ Dun—1) =@ - Du@n—1) + 2u(n — 1) X3(n) = nu(n) + u(n)
Zi)@) =72 A Sl B = -~ <
(Zxy)(z) =z (2_1)2+2z S R 3)(2 (2_1)2+Z_1
xs(m)=m+ Dun-2)=m-2)u(n-2) +3u(n-2)
V2 P N S W S Rt S )
(Z_l)2 z-1 (Z—l)2 .//
2. , <
e 7/
s '
/( .
R
v
1+ o x,(n)
/Il x,(n) = nu(n) + u(n) — d(n)
x(n) Zi@= 5+ S -
(Z0)(2) = X(@). €-D" z-l
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/(/
/(
R
R
x(n)
xs(n)=nu(n)+u(n)—d(n)—d(n—1)
(Zxs)(z) = PR S
(z—l)2 z-1 z
Exercice 9
Fz) = z—cos (1)  F(z) = zsin (1) .
2 F&) Z12—21005(1)+1 @ Z2—2zcos (1) +1
b) F(z) = z —cos(w) F() = zsin (W) ‘
) F@) = ‘z —2zcos(w) + 1 @ Z-2zcos(w + 1
=T
c)s1a)_2

pour f(n) = cos(n ; §>u(n)

(f(x))ne N~ {1, 0,
2

Flx) = -2
z2+1

pour f(x) = sin(n%)u(n)

(f(x))neN: {0’ 1707_1’ 07 17 0,_1, ...}

-1,0,1,0,-1,0, ...}

Flx) = —=
) Z+1
sio=Tm )
pour f(x) = cos (nm) de u(n) = (= 1)" u(n); F(z) = ;Z 1
2_
pour f(x) = sin (nm)u(n) = 0; F(z) = 0.
Exercice 10
- . 1
f=L Fo=Sfm =3 looe =
n! 0 0on!
n o o n 1
fn=2 F@=3fw =5 Zn = 2ot
n! 0 on!
Exercice 11
1 1 11
1- = — — —. _ —.
F@) zz + B 2. Fip) = ; £
11 1 2 1
3R =1-—++1t+l A pp=3+2+L
Fo=t-_ oty $ =3+ 45
1,2 1 1 2
5. LAY 6. Flp= -+ _ 2
Fz) = . z2 + E FQ) .2
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Exercice 12

Fo= L2

z-1 2_25

Exercice 13

a c iz 2 ggs,
) Fo) = 21 z(z—l z+1)(Z )
Donc f(n) = E(1 —(=D".

_1 —1 -
b Z - Z : Z — —2n-1
)zz—l 1-2z2 1-z77 %Z

=z7'v e+

f(n) =1 si nestimpair I PR
{f(n)=0 si n est pair ou f(n)—EU =1D".

Exercice 14

_z—-1 3 4
a)F(Z)_z+3 =1 7+3
f(n) =dn) —4(=3)"u@n - 1).
b) Fi)= —*° = (=1 + 2"u(n).
7 -
_ z . =Z 2z .
c)F(Z)_zz—32+2_z—1 +z—2’
f(n) = (=1+22")un).
2
d _ 3z _ z 2z :
)F(z) 2.2 4l +z—2
f) = (=1)"+22")un).
bk F e
3 25 25 25
F = < = N
e) F(p) (o Ped) oo +(z— % +z+4

fn) = 21—5(9 + 5n + 16(—4)"Yu(n).

Exercice 15
Z
2z 5
S
2

Exercice 16
1. lim x(n) = x(0) = lim (Zx)(z) =0

Soit F(z) = ; f(n) = 2"nu(n).

lim_x(n) = lim (z - 1) (Z¥)(@) = lim o f o

_ 2 Ly .
T o1 2—1 ( (2))”(")’

x(0)=0 et lim x(n) = 2.
n—>+oo

2. X
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Exercice 17
1. y(0) =1, y(1) =2, y(2) = 4, y(3) = 8 on peut supposer
que y(n) = 2"u(n).

2. 2Y(2) = 1)=2Y(2) = 0: ¥(z) = z—%; y(n) = 2"u(n).

Exercice 18
2z N Z
(z-1)°
_z2z+ 1) z
- (z-1)° +)’0Z_

2(Y(2) —yo) - Y(2) = )
z—1

Y(2) E y(n) = (0 + yo)u(n).

Exercice 19

Transformée en z de y(n) = Y(n + 1) = zY(z) et de y(n + 2)
=7Y(z) - .

[’équation différentielle devient :

(=224 DY) -z = —2,
z—-1
+ 1
Y@ = Z((ZZ_ 1)3 (1) = n'u(n).

Exercice 20

Résoudre I’équation aux différences a 1’aide de la trans-
formée en 7 :
{y(n +2) —4y(n) = 4d(n - 2u(n - 2)

y (0)=y(1)=0.
Transformée en z de y(n) = Y(z); de y(n + 1) = z¥(z) et
de y(n + 2) = 22Y(2).

. . . 4
L équation aux différences devient : (z* — 4) Y(z) = -
Z
D’ou
1 1 1 1 1
YQ=—-"7+—"—7——
72 4z-2 4z+2
1 z 1 z
I SRR R S N
¢ 4° 227 4% a2

y(n) = —-d(n - u(n -2) + %2"*114(;1— 1 —%(—2)"’1u(n— 1);

Exercice 21

1. Pour n=0: y(0) + y(—1) = u(0).
Le signal est causal, donc y(-1) = 0, donc y(0) = 1.
On utilise la transformation en z.
2. Transformée en z de y(n) = Y(z); de y(n — 1) = 7' Y(2).
L’équation devient Y(z) + 7Y(z) = Ll
Z J—

Z 22

On sort Y(z) = ) = .
@-D@E +1 @-D@E+1)
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1 1

YO = 2 0

Z z-D@E+1) z-1 z+1
Bk
donc Y(z)=2—+2—.
z—1 z+1

1 1
4. y(n) = Ul + == Du(n)

yn)=1{0,1,0,1,0, ...} u(n).

Exercice 22

1. Pour n=0: y(0) — 2y(—1) = u(0).

le signal est causal donc y(—1) = 0 donc y(0) = 0.

2. Transformée en z de y(n) = Y(2); de y(n — 1) = 7Y(@);
de y(n - 2) = 72Y(2).

L équation devient Y(z) — 27 ' Y(z) + 2 °Y(z) = ( Z 7
Z_
2
On sort Y (7) = < — z '
G-1P(1-227)  @-17¢-2)
3. @ = 2z - -2 + -1 " 2
z (Z_ 1)2(2—2) z—1 (Z_ 1)2 Z—2
-2z -z 2z
donc Y(g) = )
@ =1 -1 z-2

4. y(n) = —2u(n) — nu(n) + 2(2)"u(n).

Exercice 23

1. Pour n=0: y(0) — 2y(-= 1) + y(—2) = u(0).

Le signal est causal donc y(—1) = y(-2) = 0 donc y(0) = 1.
Pourn=1: y(1) — 2y(0) + y(— 1) = u(0) donc y(1) = 3.
2. Transformée en z de y(n) = Y(z); de y(n — 1) = 7' Y(z) ;
de y(n - 2) = 72Y(2).

L’équation devient Y(z) — 2z '¥(z) + 7 2Y(2) =

< on
(z—- ¥

3

sort Y(z) = (25—1)3
3. 7= %(Z + 1)+ %(Z— D +2(z- 1>

3
Y@ = —= _lze+lD) 3z 5 2

1) 261 2 1P -1
2
4. y(n) = %nzu(n) + %nu(n) + 2u@) = (" +3n+2) u(n)
) (n+l)2(n+2)u(n)'

Exercice 24

37
X)) =——(Uzd>1
@ zz+z—2(Z )
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1. a) X(x)=a+ b + -
z+2 z-1
a4+ z-2)+b(z— 1) +c(z+2)
B Z+z-2
2
az”+ @+ b+ c)z—-2a-b+2c
X ditarbeo
Z+z-2
a=3 a:3 a:3
a+b+c=0 [b+c=—3 Ic=1
-2a-b+2c=0 -b+2c=6 b=-4

4 1
X(z)=3 z+2+z—1‘
b) x(n) =3d(n) =4 x (=2)" ' u(n—1) + u(n — 1)
x(n) =3dmn) + (1 = (=2)"" Y un-1)
c) x(0)=3
x(1)=1-4=-3
x2)=14+8=9
x3)=1-16=-15
x(4)=1+32=33
2. a) X(z)= A N B :A(z—21)+B(z+2)
Z z+2 z-1 “+z-2
_(A+B)z-A+2B
- Z+z-2
{A+B=3 N {B:
-A+2B=0
Xz 2 N 1 2z Z
z  z+2 z-1 z+2 z-1
b) x(n) =2 X (=2)" u(n) + u(n) = (1 + 2 x (-=2)") u(n).
)x(0)=1+2=3
x(1)=1-4=-3
x(2)=1+8=9
x3)=1-16=15
x(4)=1+32=33

3. a)
372
3224+ 3z-6 2+z-2
-3z+6 337149221523+ 33+
-3z-3+67"!
967"
9+9z71-18z2
—15z"+ 1872
—15z71' - 1522+ 3073

3372-30z3

b) On a X(z) :kz = x(k)z7 *.

Donc x(0) =3; x(1) =-3;x(2) =9; x(3) =—-15; x(4) = 33.

Exercice 25

{e(n) =0 sin<0
e(n)=E sin=0

s(n) —2s(n—1) =e(n)

scausal : s(n—1)=0

Chapitre 9

X(2) =-27" X(2)

z
E
-1 EZ
X@) = —= =
® 1-2z' @-Dk-2)
X(z) _ a b \_ (a+b)z-2a-b
Z _E<z_1+z—2>_ * @-D-2)
{a+b:1 {a:—l
-2a-b=0 b=2
X(z)=E<—1 + 2 )
z z—-1 z-2
— 2Z
X(z) = E[—=2
@ (z—1+z—2)

x(n) = E(~u(n) + 2 x 2" u(n))
x(n) = EQ"*' = 1) u(n)

Exercice 26
Partie A
1. 5pS(p)—10+Sp) = L
P

1
spy=10p+L 1 5 - (e‘3f+1) UG).
S5p+1 p Sp+1
2.

t | 0]010203(0,4(05|0,60,7(0,8(09] 1
s@ | 2 [1,90]1,82|1,76/1,67{1,61]1,55|1,50/1,45[1,41|1,37

Partie B
1. 5(0,5(k + 1)) = 0,95(0,5 k) + 0,1
byoy=a,,—1=09a,+0,1-1=0,9,—1)=0,9b, et
bp=ay—1=1
b, =0,9et a* = 0,9" + 1. Soit A(z) = Z(a,).
Alors Z(ay 1) = ZA(2) - 2z.
2. ZA(z) - 22 = 0.9A(2) + 0—1; :

222192z + 2
@-09@-1) z-09 z-1

AQR) ; a(k) =(0,9)k + 1.

3.

k|0 |1 |23 |4|5|6|7|8]|9 |10
ak)| 2 [190]1,81(1,73|1,66(1,59(1,53|1,48 1,43 (1,39 (1,35

Exercice 27

1. Résolution de I’équation différentielle

v+ 5y’ + 6y = 0(E).

LIy0)] = Y(p), L1y’ ()] = pY(p) - ¥(0) = p¥(p) —¥(0)
= pY(p), LIy’ ()] = p2¥(p) — py(0) -y’ (0) = p¥(p) — 1.
L’équation différentielle devient

p2Y(p) — 1+ 5pY(p) + 6Y(p) = 0.

On sort Y (p) = ! - + !
p2+5p+6  p+2  p+3
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donc y(r) = e — e,

yEn+1)-y’*m)

”* -
2. a) y"*@m) o1
Yn+2)-ym+1) ywr+D-yn)
0,1 0,1

0,1

_Yr+2)-2ym+D+y®

- 0,1
y#(n) =10(y(n + 1) — y(n)) et
Y7 (n) =100 (y(n + 2) = 2y(n + 1) + y(n)).
b) On obtient I’équation aux différences
100 y(n + 2) =150 y(n + 1) + 56 y(n) = 0.

3. a) Calcul de y(1) : y’*(0) = w _1

donc y(1) =0,1.
b) Transformée en z de y(n) : Y(z), transformée en z de
y(n+1) =z(¥Y(2) - y(0)) = z¥(2).
Transformée en z de y(n + 2) :
2(Y(z) - y(0) — 27'y(1)) = 2¥(z) - 0,1z.
L’équation aux différences (E*) devient :
100 22Y(2) — 10z — 150z¥(z) + 56 Y(z) = 0
10z -7 4

100z2-150z+56 10z—7 5z-4

LICR HREIE

4.

Y@) =

t | 0]01(0203(0,4|0,5|0,60,7(0,8(09] 1

y®
sol.
de

(E)

0 10,07810,122{0,142 (0,148 {0,145 {0,136 {0,124 (0,111 {0,098 0,086

n |01 |23 |4 5|67 |89 10

Yo | 0 101 (0,150,169 0,1695(0,160{0,144 |0,127{0,110{0,094 (0,079

Exercice 28
9 13
1. u0)=1; V(O)——l,u(l)—?, v(l)—z

7 1
UQR) = TS v(2) = ~36
2. Transformée en z de u(n) = U(z);
de u(n + 1) = z(U(z) — u(0)) = z2(U(z) — 1).
transformée en z de v(n) = V(2);
de v(n + 1) = z(V(z) - v(0)) = z(V(2) - 1)

4 5
/ U@ -z= gU(z)— EV(Z)

&) 5 7
\ V@) +z= gU(Z)— EV(Z)

Chapitre 9

[ G-HU+5V0z=3

S
soit ( )\—SU(Z)+(6Z+7)V(Z)= -6z
3. U@ = _ 2(6z+17) et Vg) = _ z(13-69)
(2z-1D)(@Bz+1) (2z- D Bz+1)
U _ 6z+17 A B 8 9

= = + = —
z  2z-1D@Bz+1) 2z-1 3z+1 2z-1 3z+1

V@) 13—6z_A+B_4_9
z Rz—-1)@3z+1) 2z-1 3z+1 2z-1 3z+1

Z

< 4 Z
U = 44 - 3 t V = 27 — 37
® 1 1 ot VO 1 1

-- It -zt
2 3 2 3

5. Umn) = 3(;) - 3(— ;) pour n =0 etu(n)=0pourn<0

Vi) =2 (;) - 3(— ;) pour n = 0 et v(n) =0 pour n < 0.
6. lim un=0et lim vn=0.
n— +oo n— oo

Exercice 29
Partie A

b df
dl(f) + RCV(I) = dt(t)
jf(t):O pour 7 < 0

(El) avec .
\f(t) = V,pourt =0

1. Sur ]-eo, O[ on a f(¢) = 0 alors (cli_f(t) =0, (E1) s’écrit
t

t
%(t) + RLCv(t) = 0 la solution générale est v(t) = ke” RC
avec la condition v(07) = lim v(f) = 0 on trouve k =0 d’ou
v(t) = 0 sur ]—oo, 0.

2. Sur ]0, +oo[ on a f(r) = V, alors %(t) =0, (El) s’écrit

dv 1 _t
—) +—v() =1 luti énérale est v(#) = ke  RC
dt() RCV() a solution générale est v(¢) = ke

avec la condition v(0") = lirré _v(t) = V,, on trouve k =V
t—
t
d’out w(#) = V,; e RC sur ]0, +ool.

3. Etude des variations de la fonction v sur
]—o0, O[ W 10, +oo[ : sur J—oo, O[ v(£) =0

0 Vye 7 v’ Yo o7 <0
, +oo 1) = )= ———
sur ]0, + o[ v(¢) 0 € RC V(1) RCe RC <

lim v(f) = Vyet lim v(r) = 0.
t—0 t— +oo

t — oo 0 + o0

Signe de v’ +

Variationsdev|—-« —» 0 || V, —
0
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Chapitre 9

V@-2z-V@
0,1
=10zV(z) — 10V(2) — 2z.

1 transformée en z de v’*(@) =

T _f+D)—f@m)

| fEm) = o1
| transformée en z de f(n) : F(2)
transformée en z de fin + 1) : z(F(z) — f(0)) = z(F(z) - 2)
} } } } } 0 } } } } ? et F(z) = 221
1 -

transformée en z de f” *(n)

| 2ED=2)=FO _ 10, (z) - 22 - F(z))

0,1
i 2
Z Z
=2001— -z- —| =0.
(z— 1T 1)
Partie B 2. Equation (E*) : 10zV(z) — 10V(z) = 2z + V(z) = 0
_ 2z

1. oo = Y@+ D-v@) Ve =

V() o ©@= 0.9
transformée en z de v(n) : V(2) 3. v =2 (9)nu .
transformée en z de v(n + 1) : z(V(z) — v(0)) = zV(z) — 2z 10
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